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Abstrakt
Bakala´rska pra´ca sa zaobera´ riesˇen´ım matematicke´ho modelu elastohydrodynamicky ma-
zane´ho l´ıniove´ho kontaktu. Hlavny´m cieˇlom je vyvinu´tˇ a naprogramovatˇ numericky´ model,
ktory´ bude zna´zornˇovatˇ priebeh tlaku a hru´bky mazacej vrstvy v danom l´ıniovom kon-
takte. Pra´ca je doplnena´ zdrojovy´m ko´dom naprogramovanom v prostred´ı MATLAB.
Summary
The thesis deals with the solution of the mathematical model of elastohydrodynamically
lubricated line contact. The main aim is to develop and create a programme, which would
show the pressure and the film thickness distribution in a line contact. The source code
programmed in MATLAB is also included.
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1. U´vod
Pri sˇtu´diu konkre´tneho rea´lneho proble´mu si uvedomı´me, zˇe je potrebne´ pop´ısat’
sku´manu´ skutocˇnost’ pomocou matematicke´ho modelu a na´sledne tento model vyriesˇit’.
K tomuto na´m slu´zˇia numericke´ meto´dy. Vedna´ discipl´ına zaoberaju´ca sa vytva´ran´ım
efekt´ıvnych meto´d vy´pocˇtu a priblizˇne´ho riesˇenia roˆznych u´loh sa nazy´va numericka´ ma-
tematika. V su´cˇasnosti, s rozvojom technolo´gii, je na´m umozˇnˇovane´ realizovat’ toto riesˇenie
aj na pocˇ´ıtacˇi.
Ta´to pra´ca sa zaobera´ sku´man´ım elastohydrodynamicky mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu
a riesˇen´ım jeho matematicke´ho modelu. V druhej kapitole su´ uvedene´ hlavne´ pojmy pre
popis problematiky a priebeh historicke´ho vy´voja. Tretia kapitola zahr´nˇa predovsˇetky´m
za´kladne´ analyticke´ rovnice popisuju´ce elastohydrodynamicky mazany´ l´ıniovy´ kontakt,
ktory´mi su´ Reynoldsova rovnica, rovnica hru´bky maziva a rovnica silovej rovnova´hy.
Taktiezˇ obsahuje diskre´tny tvar ty´chto rovn´ıc. V prvej cˇasti sˇtvrtej kapitoly je uvedeny´
obecny´ popis numericke´ho riesˇenia su´stavy linea´rnych a nelinea´rnych rovn´ıc, ktore´ su´
v modeli na´sledne vyuzˇ´ıvane´. V druhej cˇasti sa sˇtvrta´ kapitola venuje aplika´cii nume-
ricky´ch meto´d na l´ıniovy´ kontakt. Vy´sledky numericke´ho riesˇenia elastohydrodynamicky
mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu pre konkre´tne stanovene´ hodnoty a na´sledna´ diskusia su´
uvedene´ v piatej a sˇiestej kapitole.
Ciel’om tejto pra´ce je charakteristika matematicke´ho modelu, sˇtu´dium za´kladny´ch
rovn´ıc, ich zavedenie v diskre´tnom a bezrozmernom tvare. Na´sledne´ vytvorenie nume-
ricke´ho modelu na za´klade z´ıskany´ch teoreticky´ch znalost´ı, ktory´ zna´zornˇuje priebeh tlaku
a hru´bky mazacej vrstvy v danom l´ıniovom kontakte. Tento model je naprogramovany´
v programovacom prostred´ı MATLAB.
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2. Su´cˇasny´ stav poznania
Tribolo´gia je veda, ktora´ sa zaobera´ vza´jomnou interakciou povrchov pri ich relat´ıvnom
pohybe. Vza´jomne´ poˆsobenie povrchov je spreva´dzane´ tren´ım, ktore´ho doˆsledkom je na´sled-
ne´ opotrebenie. Toto trenie a opotrebenie sa snazˇ´ıme eliminovat’ mazan´ım - oddel’ovan´ım
dvoch povrchov vrstvou maziva tak, aby v idea´lnom pr´ıpade nedocha´dzalo k ich dotyku.
Existuje niekol’ko typov rezˇimov mazania a to napr. hydrostaticke´, hydrodynamicke´ (HD),
elastohydrodynamicke´ (EHD)[2]. Ta´to bakala´rska pra´ca riesˇi elastohydrodynamicke´ maza-
nie, ktore´ je charakteristicke´ pre nekonformne´ povrchy, t. j. pre povrchy, ktore´ sa sty´kaju´
na vel’mi malej ploche (obr. 2.1). Rezˇim elastohydrodynamicke´ho mazania je charakte-
risticky´ vysoky´mi kontaktny´mi tlakmi (maxima´lne hodnoty v jednotka´ch GPa), tlakovo
visko´znym spra´van´ım maziva a vy´raznou elastickou deforma´ciou. Vel’kost’ tejto deforma´cie
je ra´dovo va¨cˇsˇia ako minima´lna hru´bka vrstvy maziva. Za´kladne´ sledovane´ parametre
v pra´ci su´ vel’kost’ a rozlozˇenie tlaku a hru´bka maziva v mazacej vrstve.
Obra´zok 2.1: Nekonformny´ povrch
Pre sˇtu´dium proble´mu EHD mazania je doˆlezˇity´ rok 1886, v ktorom Osborne Rey-
nolds formuloval teo´riu mazania. Odvodil diferencia´lnu rovnicu popisuju´cu rozlozˇenie
tlaku v kvapalinovej mazacej vrstve. V tejto rovnici, zna´mej ako Reynoldsova rovnica,
vyuzˇil redukovanu´ formu Navier-Stokesovy´ch rovn´ıc a rovnicu kontinuity za predpokladu,
zˇe plat´ı Newtonov za´kon pre visko´zne kvapaliny [14]. Martin a Gu¨mbel na´sledne aplikovali
Reynoldsovu´ rovnicu pre nekonformne´ povrchy.
Grubin sa v roku 1949 zaslu´zˇil o prvu´ vy´znamnu´ teoreticku´ pra´cu v oblasti EHD ma-
zania. Dal do su´vislosti elasticku´ deforma´ciu telies a tlakovo-visko´zne spra´vanie maziva
pri sku´man´ı nekonformne´ho l´ıniove´ho kontaktu. [5] Tieto teoreticke´ predpoklady experi-
menta´lne overil v roku 1951 Petrusevicˇ a publikoval prve´ analyticko-numericke´ riesˇenie
[13].
Do 50. rokov minule´ho storocˇia sa dany´ proble´m riesˇil analyticky. Toto riesˇenie bolo ale
vel’mi obtiazˇne a vyzˇadovalo mnoho zjednodusˇen´ı. S rozvojom vy´pocˇtovej techniky a nu-
mericky´ch meto´d sa objavili prve´ kompletne´ numericke´ riesˇenia EHD modelu. Uvazˇovali
sa hlavne EHD modely s idea´lne hladky´m povrchom a newtonsky´m spra´van´ım maziva.
Vy´zkum bol v prvom rade zamerany´ na l´ıniovy´ kontakt (t. j. jednorozmerny´ pr´ıpad),
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neskoˆr na bodovy´ kontakt (t. j. dvojrozmerny´ pr´ıpad). V pr´ıpade l´ıniove´ho kontaktu sa
uvazˇovala symetria v l´ınii kontaktu. Toto sa neskoˆr vyuzˇilo pri formula´cii jednorozmer-
nej Reynoldsovej rovnice, ktora´ zjednodusˇila teoreticky´ popis a tak ul’ahcˇila matematicke´
riesˇenie l´ıniove´ho EHD proble´mu.
Prve´ iterat´ıvne numericke´ riesˇenie l´ıniove´ho kontaktu sa v roku 1959 podarilo v sˇtu´di´ı
Dowsonovi a Higginsovi [4]. Vyuzˇitie numericke´ho pr´ıstupu im umozˇnilo formulovat’ em-
piricke´ vzt’ahy popisuju´ce hru´bku maziva v spomı´nany´ch l´ıniovy´ch kontaktoch. V roku
1961 Crook experimenta´lne overil Dowsonovu a Higginsovu sˇtu´diu a potvrdil ich pred-
poklady o hru´bke mazacieho filmu. Treba poznamenat’, zˇe v tejto dobe iˇslo o vel’mi male´
tlaky medzi kontaktny´mi povrchmi, cˇo bolo zapr´ıcˇinene´ obmedzenou mozˇnost’ou matema-
ticke´ho (numericke´ho) riesˇenia EHD proble´mu. Vysˇsˇie hodnoty nebolo mozˇne´ uvazˇovat’
z doˆvodu nestability pouzˇite´ho numericke´ho riesˇenia. Simula´cie boli obmedzene´ aj maly´m
rozl´ıˇsen´ım vy´pocˇtovej oblasti, to znamena´ pocˇtom uzlovy´ch bodov v diskretizovanej ob-
lasti [14].
Tento proble´m v roku 1987 riesˇila pra´ca Lubrechta [10]. Bola to prelomova´ sˇtu´dia,
ktora´ mala vel’ky´ pr´ınos v oblasti riesˇenia EHD proble´mu hlavne z toho doˆvodu, zˇe pri-
niesla u´plne novy´ pr´ıstup k numericke´mu riesˇeniu. Meto´da nazy´vana´ multigrid method
(viac-vrstvova´ meto´da) riesˇi EHD proble´m ako aj pre l´ıniovy´, tak pre bodovy´ kontakt a ma´
mnoho vy´hod oproti vysˇsˇie uvedeny´m meto´dam. Medzi hlavne´ vy´hody patr´ı predovsˇetky´m
va¨cˇsˇia stabilita riesˇenia, ktora´ umozˇnˇuje riesˇit’ vysˇsˇie zat’azˇenia medzi kontaktny´mi po-
vrchmi a vy´razne´ zry´chlenie vy´pocˇtov, ktore´ umozˇnˇuje vykona´vat’ rozsiahlejˇsie vy´pocˇtove´
sˇtu´die.
Ako uzˇ bolo spomı´nane´, v prvy´ch publika´cia´ch numericky´ch riesˇen´ı EHD proble´mu
bolo mnoho zjednodusˇen´ı. Vy´sledky simula´ci´ı sa priblizˇne zhodovali s experimenta´lnym
riesˇen´ım, ale modely boli sta´le vel’mi idealizovane´. Ako pr´ıklad moˆzˇeme uviest’ pouzˇitie
newtonsky´ch maz´ıv, hladke´ kontaktne´ povrchy, atd’. V 70. rokoch pricha´dzaju´ prve´ pra´ce
riesˇenia bodove´ho kontaktu, kde sa zacˇali sku´mat’ aj d’alˇsie parametre ako napr´ıklad
tlakovo-visko´zne spra´vanie maziva, zmena hustoty maziva pri zmene tlaku alebo vlastnosti
pouzˇite´ho maziva. Tieto maziva´ sa jednoznacˇne neoznacˇuju´ za newtonske´ a nezanedba´vaju´
sa ani terma´lne javy.
V su´cˇasnosti sa pre riesˇenie l´ıniove´ho kontaktu popri viacvrstvovej meto´de pouzˇ´ıva aj
Newtonova meto´da. Prvy´kra´t bola prezentovana´ v roku 1982 Okamurom [12], ktory´ spolu
s Hamrockom a Houpertom [6] aplikovali Newtonovu meto´du pre riesˇenie diskretizovanej
formy Reynoldsovej rovnice. Dˇalˇsie aplika´cie Newtonovej meto´dy pre 1-D kontakt moˆzˇeme
na´jst’ taktiezˇ v pra´cach Kuma´ra [8] - [9].
Pre 2-D kontakt sa na riesˇenie aplikuje rada zlozˇity´ch numericky´ch meto´d. Ako najviac
vyuzˇ´ıvane´ spomenieme viacvrstvovu´ meto´du, meto´du zdruzˇeny´ch gradientov alebo meto´du
konecˇny´ch prvkov. Pomerne novou meto´dou je v su´cˇasnosti meto´da nazy´vana´ Computati-
onal fluid dynamics - CFD. Viac o ty´chto meto´dach a ich aplika´cie na proble´my EHD
mazania je mozˇne´ na´jst’ v [1] a [15].
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3. Matematicky´ model
Ta´to kapitola popisuje matematicky´ model EHD mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu. Model
je tvoreny´ troma za´kladny´mi rovnicami:
1. Reynoldsova rovnica,
2. rovnica hru´bky maziva,
3. rovnica silovej rovnova´hy.
Pri elastohydrodynamicky mazany´ch kontaktoch je potrebne´ pocˇ´ıtat’ aj s d’alˇs´ımi rovni-
cami, ktory´mi su´ za´vislost’ viskozity a hustoty na tlaku. Mus´ıme si uvedomit’, zˇe tvar rovn´ıc
nie je v kazˇdom pr´ıpade rovnaky´ a moˆzˇe sa l´ıˇsit’ podl’a toho, cˇi ide o l´ıniovy´ alebo bodovy´
kontakt, hladky´ alebo nehladky´ povrch, cˇi uvazˇujeme staciona´rne, alebo nestaciona´rne
riesˇenie a ake´ mazivo pri riesˇen´ı pouzˇ´ıvame. V pra´ci su´ vyuzˇite´ iste´ zjednodusˇenia a to:
• hladky´ povrch sku´many´ch kontaktov,
• newtonske´ spra´vanie maziva,
• staciona´rny jav (zanedba´va sa za´vislost’ niektory´ch cˇlenov rovnice na cˇase).
3.1. Reynoldsova rovnica
Reynoldsova rovnica je diferencia´lna rovnica popisuju´ca rozlozˇenie tlaku v kvapalinovej
mazacej vrstve. Je najdoˆlezˇitejˇsou rovnicou pre popis EHD mazane´ho kontaktu. Obecne
bola odvodena´ z Navier-Stokesovy´ch rovn´ıc a rovnice kontinuity za predpokladu, zˇe plat´ı
Newtonov za´kon pre visko´zne kvapaliny. Vonkajˇsie a zotrvacˇne´ sily sa zanedba´vaju´. Rey-
noldsova rovnica pre l´ıniovy´ kontakt ma´ nasleduju´ci tvar:
∂
∂x
(
ρh3
12η
∂p
∂x
)
− um ∂
∂x
(ρh) = 0, x ∈ Ω (3.1)
kde p je tlak, h hru´bka, x priestorova´ su´radnica, η viskozita a ρ hustota maziva
a um = (ua + ub)/2 je stredna´ povrchova´ ry´chlost’. Prvy´ cˇlen rovnice (3.1) je tlakovy´
cˇlen (tzv. Poisseuillov) a popisuje visko´zny tok v doˆsledku tlakove´ho spa´du. Druhy´ cˇlen
Reynoldsovej rovnice je klinovy´ cˇlen alebo sa tiezˇ nazy´va´ Couetteov cˇlen a popisuje tok
v doˆsledku strednej ry´chlosti kontaktny´ch povrchov.
Riesˇenie uvedenej Reynoldsovej rovnice je popis rozlozˇenia tlaku v kvapalinovej maza-
cej vrstve na oblasti, ktoru´ oznacˇ´ıme Ω. Ta´to oblast’ mus´ı byt’ ohranicˇena´ Dirichletovy´mi
okrajovy´mi podmienkami:
p = 0 pre x = xin
p = 0 pre x = xout. (3.2)
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Vo vy´sledku ocˇaka´vame, zˇe tlak v mazacej vrstve bude kladny´. Obecne ale moˆzˇe na-
stat’ pr´ıpad, kedy pre vy´sledok riesˇenia rovnice (3.1) bude platit’, zˇe tlak je za´porny´.
Z fyzika´lneho hl’adiska je tento jav nemozˇny´ a to pra´ve preto, lebo kvapalina nemoˆzˇe pri
podtlaku preniest’ t’ahove´ zat’azˇenia. V literatu´re sa jav za´porne´ho tlaku nazy´va kavita´cia
a podmienku, ktora´ na´m obmedz´ı spodnu´ hranicu tlaku na nulovu´ hodnotu nazveme
kavitacˇnou podmienkou. Plat´ı:
p (x) ≥ 0, x ∈ Ω (3.3)
3.2. Rovnica hru´bky maziva
Pri poˆsoben´ı tlaku medzi dvoma kontakty´mi plochami docha´dza k elasticky´m deforma´cia´m.
Doˆsledok ty´chto elasticky´ch deforma´ci´ı je zmena kana´lu, ktory´m dane´ mazivo pru´di. Ta´to
zmena je spoˆsobovana´ oboma kontakty´mi telesami a je pop´ısana´ nasleduju´cou rovnicou:
h (x) = h0 +
x2
2Rx
− 2
piEr
∫ ∞
−∞
p (x′) ln
∣∣∣∣∣(x− x′)x0
∣∣∣∣∣ dx′ (3.4)
kde h0 je konsˇtanta a uva´dza pribl´ızˇenie telies, Rx je redukovany´ polomer krivosti a Er je
redukovany´ modul pruzˇnosti materia´lov kontaktny´ch telies. Druhy´ cˇlen rovnice popisuje
geometriu a posledny´ cˇlen elasticku´ deforma´ciu.
3.3. Rovnica silovej rovnova´hy
Vonkajˇsie zat’azˇenie kontaktu w, ktore´ je prena´sˇane´ mazacou vrstvou, je na celej oblasti
riesˇenia Ω v rovnova´he so silovou vy´slednicou tlaku v mazacej vrstve. Je taktiezˇ doˆlezˇitou
rovnicou modelu, lebo slu´zˇi ako kontrolna´ rovnica hodnoˆt tlaku a hru´bky maziva. Pre
jednorozmerny´ pr´ıpad ma´ nasleduju´ci tvar:
w =
∫ ∞
−∞
p (x) dx (3.5)
3.4. Za´vislost’ viskozity na tlaku
Za´vislost’ viskozity od zmeny na tlaku najjednoduchsˇie popisuje Barusov vzt’ah [10]
η (p) = η0 exp(αp), (3.6)
kde η0 je viskozita pri amosfe´rickom tlaku a α je tlakovo visko´zny parameter pre dany´
typ maziva. Pri riesˇen´ı EHD proble´mu sa pouzˇ´ıva aj zlozˇitejˇsia, ale fyzika´lne presnejˇsia
rovnica, ktoru´ navrhol Roelands:
η (p) = η0 exp
{
(ln (η0) + 9.67)
[
−1 +
(
1 +
p
p0
)z]}
, (3.7)
kde z je tlakovo visko´zny index. Treba uviest’, zˇe prvy´ vzt’ah (3.6) sa pouzˇ´ıva pre hod-
noty tlaku do 0,1 GPa. Druhy´, Roelandsov (3.7), mozˇno pouzˇit’ pre tlaky azˇ do hodnoty
1 GPa [10].
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3.5. Za´vislost’ hustoty na tlaku
Tak isto ako aj viskozita, tak aj hustota pouzˇite´ho maziva je za´visla´ na tlaku. Downson
a Higginson [4] stanovili tu´to za´vislost’ nasledovne:
ρ (p) = ρ0
5, 9 · 108 + 1, 34p
5, 9 · 108 + p , (3.8)
kde ρ0 je hustota pri atmosfe´rickom tlaku.
Ako zjednodusˇenie, predovsˇetky´m v jednorozmernom pr´ıpade, sa cˇasto zanedba´va vplyv
hustoty, a uvazˇuje sa nestlacˇitel’na´ kvapalina. To znamena´, zˇe ρ (p) = 1.
Pri numerickom riesˇen´ı uvedeny´ch rovn´ıc nasta´va jeden za´kladny´ proble´m a to, zˇe
hodnoty tlaku a hru´bky maziva su´ v rozdielnych jednotka´ch. V pr´ıpade tlaku ide o hodnoty
ra´dovo v GPa, kdezˇto v pr´ıpade hru´bky mazacieho filmu ide o jednotky v µm. Preto je
potrebne´ previest’ rovnice do bezrozmerne´ho tvaru, aby sa na´m s nimi lepsˇie pracovalo pri
simula´cii dane´ho proble´mu.
3.6. Bezrozmerne´ rovnice
Z doˆvodu zefekt´ıvnenia vy´pocˇtov sa Reynoldsova rovnica (3.1), rovnica hru´bky maziva
(3.4), rovnica silovej rovnova´hy (3.5) a rovnice (3.6) - (3.8) zap´ıˇsu v bezrozmernom tvare.
Ma´me k dispoz´ıcii niekol’ko typov zaveden´ı bezrozmerny´ch parametrov. V tejto pra´ci
budeme vyuzˇ´ıvat’ nasleduju´ce [10]:
X =
x
b
, P =
p
Ph
, H =
hR
b2
, α¯ = αPh , ρ¯ =
ρ
ρ0
kde pre Hertzov tlak, resp. polomer Hertzovho kontaktu plat´ı:
Ph =
2w
pib
, b =
√(
8wR
piE ′
)
Rovnice (3.1), (3.4) a (3.5) v bezrozmernom tvare vyzeraju´ nasledovne:
Reynoldsova rovnica
d
dX
(
exp (−α¯P ) ρ¯H3 dP
dX
)
= λ
d
dX
(ρ¯H) (3.9)
kde
λ =
12η0umR
2
b3Ph
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Rovnica hru´bky maziva
Rovnica hru´bky maziva sa s vyuzˇit´ım rovnaky´ch parametrov redukuje na:
H(X) = H0 +
X2
2
+
1
2piα¯
∞∫
−∞
ln (q (X ′)) ln (X −X ′)2 dX ′ (3.10)
Rovnica silovej rovnova´hy
∞∫
−∞
ln (q (X)) dX ′ +
piα¯
2
= 0 (3.11)
Za´vislost’ viskozity na tlaku
η (p) = exp (−α¯p) (3.12)
Za´vislost’ hustoty na tlaku
Pre zjednodusˇenie vy´pocˇtov budeme uvazˇovat’ nestlacˇitel’nu´ kvapalinu.
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4. Numericke´ riesˇenie
Numericky´m riesˇen´ım u´lohy rozumieme jasny´ a jednoznacˇny´ popis vzt’ahu medzi konecˇ-
ny´m pocˇtom vstupny´ch a vy´stupny´ch da´t. Ciel’om numericky´ch meto´d je, aby toto riesˇenie
(algoritmus) bolo cˇo najefekt´ıvnejˇsie a najpresnejˇsie. Medzi za´kladne´ u´lohy numericky´ch
meto´d patr´ı riesˇenie su´stav rovn´ıc. Tieto su´stavy moˆzˇu byt’ linea´rne a nelinea´rne [3], [11].
4.1. Su´stavy linea´rnych rovn´ıc
Riesˇit’ su´stavu linea´rnych rovn´ıc je vel’mi cˇasty´ proble´m. Su´stavy moˆzˇu byt’ vel’mi rozsiahle
azˇ s niekol’ky´mi milio´nmi nezna´mych, ale su´cˇasna´ vy´pocˇtova´ technika umozˇnˇuje tieto
su´stavy riesˇit’ v relat´ıvne prijatel’nom cˇase. Meto´dy riesˇenia del´ıme na priame a nepriame.
Priame meto´dy
Riesˇenie su´stav linea´rnych rovn´ıc pomocou priamej meto´dy je zalozˇene´ na elimina´ci´ı
nezna´mych. Z niektorej rovnice vyjadr´ıme nezna´mu, ktoru´ na´sledne dosad´ıme do ostatny´ch
rovn´ıc a ty´m sa po elimina´ci´ı su´stava sta´va jednoduchsˇie riesˇitel’nou ako su´stava poˆvodna´.
V konecˇnom pocˇte krokov dosta´vame presne´ riesˇenie, ak vy´pocˇet prebieha bez zaokru´hl’ovac´ıch
chy´b. Medzi priame meto´dy patria:
• Gaussova eliminacˇna´ meto´da
• LU-rozklad
• Choleske´ho rozklad
Nepriame meto´dy
Nepriame meto´dy, inak nazy´vane´ aj iteracˇne´ poskytuju´ iba priblizˇne´ riesˇenie su´stavy
linea´rnych rovn´ıc. To ale voˆbec nevad´ı, ak je priblizˇne´ riesˇenie dobrou aproxima´ciou
presne´ho riesˇenia. Pocˇet krokov danej iteracˇnej meto´dy za´vis´ı na pozˇadovanej presnosti.
Medzi nepriame meto´dy patria:
• Jacobiova meto´da
• Gaussova-Seidelova meto´da
4.1.1. Gaussova eliminacˇna´ meto´da
Uvazˇujme su´stavu linea´rnych rovn´ıc
a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2
...
...
. . .
...
...
am1 x1 + am2 x2 + · · · + amn xn = bm
(4.1)
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Su´stavu (4.1) moˆzˇeme taktiezˇ p´ısat’ v maticovom tvare Ax = b,
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...
...
...
...
an1 an2 · · · ann


x1
x2
...
xn
 =

b1
b2
...
bn
 (4.2)
kde A je matica su´stavy, x je vektor nezna´mych a b je vektor pravy´ch stra´n.
Gaussova eliminacˇna´ meto´da (strucˇne GEM) je za´kladnou priamou meto´dou pre riesˇenie
su´stav linea´rnych rovn´ıc. Toto riesˇenie spocˇ´ıva v dvoch za´kladny´ch chodoch, a to priamom
a spa¨tnom.
Priamy chod
V priamom chode GEM sa su´stava (4.2) prevedie na su´stavu Ux = c, kde matica U
vyzera´ nasledovne:
U =

u11 u12 u13 · · · u1,n−1 u1n
0 u22 u23 · · · u2,n−1 u2n
0 0 u33 · · · u3,n−1 u3n
...
...
...
...
...
...
0 0 · · · 0 un−1,n−1 un−1,n
0 0 0 · · · 0 unn

.
Maticu U nazy´vame horna´ trojuholn´ıkova´ matica, pretozˇe pod hlavnou diagona´lou sa
vyskytuju´ same´ nulove´ prvky. Ta´to upravena´ matica odpoveda´ su´stave rovn´ıc, ktora´ je
ekvivalentna´ s poˆvodnou su´stavou.
Spa¨tny´ chod
V spa¨tnom chode GEM riesˇime uzˇ su´stavu Ux = c z priameho chodu. Predpoklada´me, zˇe
matica su´stavy A je regula´rna a ty´m pa´dom ma´ su´stava jedine´ riesˇenie. Z toho plynie, zˇe aj
matica U je regula´rna. To znamena´, zˇe prvky matice U, ktore´ sa vyskytuju´ na diagona´le,
su´ nenulove´. Na za´klade tejto u´vahy z poslednej rovnice vel’mi l’ahko spocˇ´ıtame nezna´mu
xn, ktoru´ dosad´ıme do predposlednej rovnice a dopocˇ´ıtame xn−1. Postup opakujeme n-kra´t
azˇ poky´m z prvej rovnice vypocˇ´ıtame x1.
4.2. Su´stavy nelinea´rnych rovn´ıc
Meto´dy, ktore´ su´ zna´me pre riesˇenie nelinera´rnych rovn´ıc s jednou nezna´mou (ako napr.
Newtonova meto´da alebo meto´da prostej itera´cie) moˆzˇeme zovsˇeobecnit’ aj na su´stavy.
Na rozdiel od meto´d uvedeny´ch v odstavci 4.1 o su´stava´ch linea´rnych rovn´ıc tieto meto´dy
nie su´ priame, ale iba iteracˇne´. Ma´ to vel’ku´ nevy´hodu a to tu´, zˇe pre su´stavy nelinea´rnych
rovn´ıc nepozna´me zˇiadnu univerza´lnu meto´du, ktora´ by na´m doka´zala urcˇit’ dostatocˇne
dobru´ pocˇiatocˇnu´ aproxima´ciu riesˇenia. Preto je dobre´ ju urcˇit’ (odhadnu´t’) na za´klade
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konkre´tneho proble´mu o ktorom vieme, zˇe vedie na riesˇenie nelinea´rnej u´lohy a ktory´ je
na´m vopred zna´my.
Uvazˇujeme su´stavu n nelinea´rnych rovn´ıc o n nezna´mych
f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0
alebo v maticovom tvare
f(x) = o (4.3)
kde
x =

x1
x2
...
xn
, f(x) =

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0
 =

f1(x)
f2(x)
...
fn(x)
, o =

0
0
...
0

Riesˇen´ım su´stavy (4.3) je kazˇdy´ cˇ´ıselny´ vektor x∗, pre ktory´ f(x∗) = o.
4.2.1. Newtonova meto´da
Su´stavu rovn´ıc moˆzˇeme linearizovat’ pomocou Taylorovho rozvoja. Vsˇeobecne pre n = 1
0 = f(x∗) = f(xk) + (x∗ − xk)f ′(xk) + chyba .= f(xk) + (x∗ − xk)f ′(xk)
Chybu zanedba´me a priblizˇnu´ rovnost’ nahrad´ıme rovnost’ou. Na´sledne namiesto x∗ p´ıˇseme
xk+1, cˇizˇe dosta´vame
f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = 0 k = 0, 1, ...
Pre su´stavu vyzera´ lineariza´cia pomocou Taylorovho rozvoja nasledovne:
f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = o, (4.4)
kde f ′(x) je Jacobiho matica funkcie f(xk), t. j.
f ′(x) =

∂f1(x)
∂x1
∂f1(x)
∂x2
· · · ∂f1(x)
∂xn
∂f2(x)
∂x1
∂f2(x)
∂x2
· · · ∂f2(x)
∂xn
...
...
...
∂fn(x)
∂x1
∂fn(x)
∂x2
· · · ∂fn(x)
∂xn

.
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Vy´pocˇet prebieha tak, zˇe v prvom rade vyriesˇime su´stavu linea´rnych rovn´ıc
f ′(xk)dk = −f(xk)
a potom urcˇ´ıme nasleduju´ci krok xk+1 = xk + dk. Ak plat´ı, zˇe matica f
′(xk) je regula´rna,
potom moˆzˇeme su´stavu linea´rnych rovn´ıc vyriesˇit’ meto´dami pop´ısany´mi v prvom odseku
tejto kapitoly. Ak je ta´to matica singula´rna, meto´du treba vhodne modifikovat’, alebo
vy´pocˇet ukoncˇit’ a oznacˇit’ za neu´spesˇny´.
Konvergencia
Newtonova meto´da konverguje, pokial’ je pocˇiatocˇna´ aproxima´cia x0 dostatocˇne bl´ızko
korenˇa x∗. Naopak Newtonova meto´da nemus´ı konvergovat’, ak sˇtartujeme d’aleko od
korenˇa. Samozrejme, zˇe je mozˇne´ oblast’ konvergencie rozsˇ´ırit’, a na to na´m slu´zˇia niektore´
meto´dy, ako napr´ıklad tlmena´ Newtonova meto´da, alebo Newtonova meto´da s loka´lne
obmedzeny´m krokom. Viac v [3].
Ry´chlost’ konvergencie je kvadraticka´, to znamena´, zˇe existuje okolie O(x∗) bodu x∗
a konsˇtanta C taka´, zˇe pre ∀xk ∈ O(x∗) plat´ı:
‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖2
.
Ukoncˇenie itera´ci´ı
Vy´pocˇet nemoˆzˇe bezˇat’ donekonecˇna, preto pre ukoncˇenie itera´ci´ı pouzˇijeme niektore´ z na-
sleduju´cich stop krite´ri´ı: ‖xk+1 − xk‖ < ε, ‖xk+1 − xk‖ < ε‖xk‖ alebo ‖f(xk+1)‖ ≤ ε, kde
ε je zadana´ presnost’.
Zjednodusˇenie
V kazˇdom kroku Newtonovej meto´dy je potrebne´ riesˇit’ su´stavu linea´rnych rovn´ıc. Toto
moˆzˇe spoˆsobit’ znacˇny´ proble´m, ak je objem vy´pocˇtov n vel’mi obsiahly. Naviac je potrebne´
v kazˇdom kroku prepocˇ´ıtat’ Jacobiho maticu f ′(x) a jej n2 zlozˇiek. Zjednodusˇenie v tomto
pr´ıpade spocˇ´ıva v tom, zˇe jednotlive´ cˇleny ∂fi(x)
∂xj
Jacobiho matice sa prepocˇ´ıtavaju´ len
obcˇas, napr´ıklad kazˇdy´ch m krokov. To znamena´, zˇe kazˇdy´ nasleduju´ci krok xk+1 pocˇ´ıtame
podl’a upravene´ho vzorca:
f ′(xp)(xk+1 − xk) + f(xk) = o, k = p, p+ 1, ..., p+m− 1, p = 0,m, 2m...
4.3. Aplika´cia
Newtonova meto´da (v literatu´rach tiezˇ oznacˇovana´ aj ako Newton-Raphsonova meto´da)
je jednou zo za´kladny´ch meto´d pri riesˇen´ı l´ıniove´ho kontaktu. Prvy´kra´t bola pouzˇita´
Okamurom [12], Houpertom a Hamrockom [6]. Zostavili algoritmus, ktory´ riesˇi su´stavu
rovn´ıc tak, zˇe do Jacobiho matice su´ ukladane´ jednotlive´ deriva´cie, a v kazˇdej aproxima´ci´ı
su´ tieto hodnoty prepocˇ´ıtavane´. Hlavne´ vy´hody Newton-Raphsonovej meto´dy aplikovanej
na elastohydrodynamicky´ model zhrnul vo svojej pra´ci Lubrecht [10] do nasleduju´cich
bodov:
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• maly´ pocˇet itera´ci´ı (priblizˇne 20)
• ry´chla konvergencia, ak je dobra´ pocˇiatocˇna´ aproxima´cia
• male´ vy´pocˇtove´ cˇasy pre maly´ pocˇet uzlovy´ch bodov v diskretizovanej oblasti
• idea´lne pre jednorozmerny´ l´ıniovy´ kontakt
Vo svojej pra´ci Lubrecht taktiezˇ pouka´zal aj na niektore´ nevy´hody tejto meto´dy:
• vd’aka elasticky´m deforma´cia´m ma´ ta´to meto´da vsˇetky cˇleny v Jacobiho matici
nenulove´, cˇo moˆzˇe spoˆsobit’ znacˇne´ proble´my pri vy´pocˇte jej inverznej matice
• ak su´ rovnice riesˇene´ su´cˇasne, potom vy´sledny´ tlak nemoˆzˇe byt’ mensˇ´ı ako nula (3.3),
z toho vyply´va, zˇe matica je skoro singula´rna pri vysˇsˇ´ıch hodnota´ch zat’azˇenia.
Pre numericke´ riesˇenie pouzˇijeme rovnice (3.9) - (3.12), bezrozmerne´ rovnice z kapitoly
3.6. Aby sa zjednodusˇila diskretiza´cia, zavedieme nasleduju´cu substitu´ciu:
q = exp(α¯p). (4.5)
S vyuzˇit´ım rovnice redukovane´ho tlaku (4.5) sa rovnica (3.9) uprav´ı na rovnicu:
d
dX
(
ρ¯H3
dq
dX
)
+ α¯λ
d
dX
(ρ¯H) = 0 (4.6)
Tu´to rovnicu moˆzˇeme vyuzˇit’ v pr´ıpade aplika´cie Barusovho vzt’ahu (3.6) pre popis za´vislosti
viskozity od zmeny na tlaku. V pr´ıpade Roelandsovej rovnice (3.7) nie je mozˇne´ vyuzˇit’
tento vzt’ah.
4.3.1. Diskretiza´cia
Pri numerickom riesˇen´ı je teda potrebne´ previest’ rovnice (3.1), (3.4)-(3.8) na diskre´tny
tvar.
Reynoldsova rovnica
Pre Reynoldsovu rovnicu, ktora´ je pop´ısana´ v kapitole 3.1, moˆzˇeme pouzˇit’ jej integrovany´
tvar:
dp
dx
= 12umη
h− hc
h3
(4.7)
kde h = hc pre
dp
dx
= 0.
Spolu s Barusovy´m vzt’ahom (3.6) pre za´vislost’ viskozity na tlaku dostaneme:
F =
∂q
∂X
+ λα¯
H −Hc
H3
= 0 (4.8)
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kde Hc je integracˇna´ konsˇtanta. V tejto integracˇnej konsˇtante je taktiezˇ zahrnuty´ vzt’ah
za´vislosti hustoty na tlaku, ktory´ sa uzˇ d’alej vo vy´pocˇte nepouzˇ´ıva. Uvazˇujeme, zˇe kva-
palina je nestlacˇitel’na´, takzˇe Hc je konsˇtanta. Diskretiza´ciou prve´ho ra´du (centra´lna dis-
kretiza´cia) a vyna´soben´ım rovnice (4.8) cˇlenom H3i ∆ dosta´vame:
fi = (qi+1 − qi)H3i + α¯λ∆ (Hi −Hc) (4.9)
kde
• q1 = 1, qN = 1 su´ okrajove´ podmienky
• N je pocˇet diskre´tnych bodov
• ∆ = Xi+1 −Xi je krok
• qi ≤ 1 je kavitacˇna´ podmienka
Rovnica hru´bky maziva
H (i) = H0 +
X2i
2
+
1
αpi
N∑
j=1
ln (qj)
{(
Xj+ 1
2
−Xi
) (
ln
∣∣∣Xj+ 1
2
−Xi
∣∣∣− 1)
−
(
Xj− 1
2
−Xi
) (
ln
∣∣∣Xj− 1
2
−Xi
∣∣∣− 1)} (4.10)
Rovnica silovej rovnova´hy
g =
N∑
j=1
∆ln(qj) +
α¯pi
2
= 0 (4.11)
4.3.2. Newtonova meto´da
V nasleduju´cej cˇasti je uvedena´ aplika´cia Newtonovej meto´dy na konkre´tne riesˇenie ma-
tematicke´ho modelu EHD mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu. Newtonova meto´da je spoˆsob,
aky´m urcˇ´ıme body, v ktory´ch je funkcia nulova´. Ak je funkcia za´visla´ na niekol’ky´ch pre-
menny´ch, tak je proble´m pop´ısany´ nasledovne:
f(u) = o, (4.12)
kde nezna´mou je vektor u (obdobne ako (4.3), kde nezna´mou bol vektor x)
N premenny´ch je p´ısany´ch ako vektor u:
u = [Hc, q2, q3, · · · , qN−1, H0] (4.13)
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Su´stava rovn´ıc (4.4) ma´ tvar:
uk+1 = uk + J
−1R, (4.14)
kde R je vektor pravy´ch stra´n, a je definovany´ nasledovne:
R =

f1
f2
...
fN−1
g

Pre jednotlive´ cˇleny plat´ı, zˇe Ri = −fi.
Jacobiho matica modelu s cˇlenmi Jij =
∂fi
∂uj
:
J =

∂f1
∂Hc
∂f1
∂q2
∂f1
∂q3
· · · ∂f1
∂qN−1
∂f1
∂H0
∂f2
∂Hc
∂f2
∂q2
∂f2
∂q3
· · · ∂f2
∂qN−1
∂f2
∂H0
...
...
...
...
...
∂fN−1
∂Hc
∂fN−1
∂q2
∂fN−1
∂q3
· · · ∂fN−1
∂qN−1
∂fN−1
∂H0
∂g
∂Hc
∂g
∂q2
∂g
∂q3
· · · ∂g
∂qN−1
∂g
∂H0

.
Deriva´cie jednotlivy´ch zlozˇiek Jacobia´nu su´ konsˇtruovane´ nasledovne:
∂fi
∂qj
= H3i (δi+1,j − δi,j) +
{
3H2i (qi+1 − qi) + α¯λ∆
} ∂Hi
∂qj
, (4.15)
kde pre posledny´ cˇlen plat´ı:
∂Hi
∂qj
=
1
piα¯qj
+
{(
Xj+ 1
2
−Xi
) (
ln
∣∣∣Xj+ 1
2
−Xi
∣∣∣− 1)−(
Xj− 1
2
−Xi
) (
ln
∣∣∣Xj− 1
2
−Xi
∣∣∣− 1)} (4.16)
δi,j =
 1 pre i = j0 pre i 6= j .
Prvy´ st´lpec matice:
∂fi
∂Hc
= −α¯λ∆ (4.17)
Posledny´ st´lpec matice:
∂fi
∂H0
= 3 (qi+1 − qi)H2i + α¯λ∆ (4.18)
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Posledny´ riadok matice:
∂g
∂H0
= 0 (4.19)
∂g
∂Hc
= 0 (4.20)
∂g
∂qj
=
∆
qj
(4.21)
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4.3.3. Algoritmus riesˇenia
Obra´zok 4.1: Algoritmus riesˇenia
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5. Vy´sledky
V predcha´dzaju´cej kapitole bol pop´ısany´ numericky´ model EHD mazane´ho l´ıniove´ho
kontaktu. Su´cˇasna´ kapitola zhr´nˇa vy´sledky z´ıskane´ pomocou navrhnute´ho algoritmu, ktory´
je nasimulovany´ v programovacom prostred´ı MATLAB (ko´d je dostupny´ v pr´ılohe A).
Pre simula´ciu dejov prebiehaju´cich v EHD mazanom kontakte je potrebne´ definovat’
via- cero vstupny´ch parametrov, medzi ktore´ patria napr´ıklad vlastnosti maziva a ma-
teria´lov (tlakovo-visko´zny koeficient, moduly pruzˇnosti), geometria telies v kontakte (re-
dukovany´ polomer krivosti, pribl´ızˇenie telies), preva´dzkove´ podmienky (sila, ry´chlosti te-
lies).
Hamrock a Dowson [7] definovali bezrozmerne´ parametre, pomocou ktory´ch sa da´
zn´ızˇit’ pocˇet vstupny´ch parametrov. Pre l´ıniovy´ kontakt su´ definovane´ nasledovne:
• parameter zat’azˇenia
W =
w
ER
,
• parameter ry´chlosti
U =
η0um
ER
,
• parameter materia´lov
G = αE.
Vd’aka zavedeniu ty´chto parametrov je mozˇne´ zredukovat’ pocˇet vstupny´ch velicˇ´ın
na tri. Vy´pocˇet pozˇaduje aj defin´ıciu parametrov, ktory´mi su´ pocˇet diskre´tnych bodov N ,
vel’kost’ kroku ∆, tolerancia alebo maxima´lny pocˇet itera´cii, resp. pocˇiatocˇne´ aproxima´cie
tlaku P a pribl´ızˇenia telies H0. Vy´stupom je priebeh tlaku a hru´bky mazacej vrstvy.
Su´cˇasna´ kapitola obsahuje vy´sledky konkre´tne´ho zadania. Vsˇetky vstupne´ parametre
su´ uvedene´ v tabul’ke (5.1).
parameter oznacˇenie jednotka hodnota
zat’azˇenie W [-] 2, 0· 10−5
ry´chlost’ U [-] 1, 0· 10−11
materia´l G [-] 4, 0· 103
redukovany´ model pruzˇnosti Er [GPa] 123, 8
redukovany´ polomer krivosti Rx [m] 0, 02
pocˇiatocˇna´ aproxima´cia pribl´ızˇenia telies H0 [-] 0, 5
pocˇiatocˇna´ aproxima´cia integracˇnej konsˇtanty Hc [-] 1
max pocˇet itera´cii MaxIter [-] 30
tolerancia TolFun [-] 1· 10−4
Tabul’ka 5.1: Vstupne´ parametre.
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Obra´zok 5.1: Priebeh hru´bky mazacej vrstvy v EHD l´ıniovom kontakte
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6. Diskusia
Riesˇenie a na´sledna´ analy´za konkre´tneho proble´mu EHD mazane´ho l´ıniove´ho kon-
taktu prina´sˇa doˆlezˇite´ za´very. Tieto zahr´nˇaju´ aj komplika´cie, ktore´ moˆzˇu pri vy´pocˇtoch a
simula´cia´ch nastat’.
Uzˇ samotne´ pouzˇitie Newtonovej meto´dy je pri simula´cii dost’ obmedzene´. Ta´to meto´da
je s´ıce jednoducha´ a priamocˇiara, prina´sˇa ry´chle a celkom presne´ riesˇenie pre slabe´ zat’azˇenia
a maly´ pocˇet diskre´tnych bodov (v nasˇom pr´ıpade 200), ale proble´m pricha´dza so zvysˇuju´cim
sa zat’azˇen´ım.
Algoritmus riesˇi su´stavu rovn´ıc, kde do Jacobiho matice su´ ukladane´ jednotlive´ de-
riva´cie (4.3.2). Tieto hodnoty su´ v kazˇdej aproxima´cii prepocˇ´ıtavane´. Ak je pocˇet de-
riva´cii maly´, vy´pocˇty su´ ry´chle. S rastu´cim pocˇtom deriva´ci´ı sa objem vy´pocˇtov zva¨cˇsˇuje,
a prina´sˇa tiezˇ znacˇne´ nevy´hody tejto meto´dy. Vedie to k dlhsˇ´ım vy´pocˇtovy´m cˇasom, alebo
k porusˇeniu stability riesˇenia.
Kavitacˇna´ podmienka (3.3) na´m zarucˇ´ı, zˇe ak su´ rovnice riesˇene´ su´cˇasne, potom
vy´sledny´ tlak nemoˆzˇe byt’ za´porny´. To ma´ za doˆsledok fakt, zˇe Jacobiho matica je sin-
gula´rna pri vysˇsˇ´ıch hodnota´ch zat’azˇenia. Toto na´sledne prina´sˇa obmedzenia pri vy´pocˇte
pozˇadovane´ho riesˇenia pomocou Gaussovej eliminacˇnej meto´dy.
Ako uzˇ bolo spomı´nane´ v 4.2.1., Newtonova meto´da konverguje, ak je zvolena´ pocˇiatocˇna´
aproxima´cia dostatocˇne bl´ızko korenˇa. Ak by toto nebolo zarucˇene´, konvergencia by ne-
musela voˆbec nastat’.
V konecˇnom doˆsledku moˆzˇeme zhodnotit’ vy´pocˇet v tomto modeli ako cˇiastocˇne u´spesˇny´.
Pre hodnoty uvedene´ v tabul’ke 5.1 sa podarilo na´jst’ dobru´ konvergenciu riesˇenia, cˇo
mozˇno vidiet’ aj v grafickom zna´zornen´ı. V programe, ktory´ je su´cˇast’ou pra´ce, si uzˇ´ıvatel’
moˆzˇe nastavit’ ine´ hodnoty vstupny´ch parametrov. Treba brat’ v u´vahu fakt, zˇe program
je citlivy´ na vol’bu pocˇiatocˇnej aproxima´cie pribl´ızˇenia telies H0 a taktiezˇ aj na vol’bu
pocˇiatocˇnej aproxima´cie integracˇnej konsˇtanty Hc. Najcˇajstejˇs´ım proble´mom je avsˇak sin-
gularita Jakobia´nu, ku ktorej docha´dza, ako uzˇ bolo spomı´nane´, so zvysˇuju´cou sa hodno-
tou zat’azˇenia W.
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7. Za´ver
Ta´to bakala´rska pra´ca obsahuje popis matematicke´ho modelu a numericke´ho riesˇenia
elastohydrodynamicky mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu. Zahr´nˇa taktiezˇ vy´sledky simula´cii,
ktory´mi su´ graficke´ zna´zornenie vel’kosti a rozlozˇenia tlaku spolu s rozmermi hru´bky ma-
zacej vrstvy v EHD l´ıniovom kontakte.
Druha´ kapitola zhr´nˇa historicky´ vy´voj riesˇenia danej problematiky. Tretia a sˇtvrta´
kapitola je zamerana´ hlavne na resˇersˇ v oblasti EHD mazane´ho l´ıniove´ho kontaktu a po-
pis numericky´ch meto´d, ktore´ su´ pri vy´pocˇte a simula´ci´ı vyuzˇ´ıvane´. Druha´ cˇast’ sˇtvrtej
kapitoly sa venuje konkre´tnej aplika´cii numericky´ch meto´d na l´ıniovy´ kontakt. Vy´sledky
konkre´tneho zadania, ktore´ je nasimulovane´ v programovacom prostred´ı MATLAB, po-
pisuje a zhr´nˇa piata kapitola. V diskusii su´ uvedene´ zhodnotenia vy´sledkov, analy´zy
proble´mov a komplika´ci´ı, ktore´ moˆzˇu pri vy´pocˇte nastat’. Medzi najcˇastejˇsie patria pre-
dovsˇetky´m konvergencia Newtonovej meto´dy, pretozˇe nie vzˇdy je zarucˇena´ dobra´ pocˇiatocˇna´
aproxima´cia. Dˇalej proble´m pri vy´pocˇtoch znacˇne komplikuje Jacobiho matica vyuzˇ´ıvana´
v Newtonovej meto´de. Cˇasty´m proble´mom je jej singularita, cˇo opa¨t’ vedie k obmedze-
niam pri vy´pocˇte. Prepocˇet jednotlivy´ch cˇlenov pri va¨cˇsˇom objeme da´t je podstatne dlhsˇ´ı
a na´rocˇnejˇs´ı, cˇo ma´ za na´sledok dlhsˇie vy´pocˇtove´ cˇasy.
Sˇtu´dium pra´ce je znacˇne obmedzene´ na l´ıniovy´ kontakt (t. j. jednorozmerny´ pr´ıpad).
Obsahuje iste´ zjednodusˇenia. Uvazˇuju´ sa predovsˇetky´m staciona´rne javy, hladke´ povrchy
sku´many´ch kontaktov a newtonske´ spra´vanie maziva. Model je mozˇne´ rozˇsˇ´ırit’ o tieto ob-
medzenia. V praxi ma´ va¨cˇsˇie uplatnenie aplika´cia numericke´ho riesˇenia na bodovy´ kontakt
(t. j. dvojrozmerny´ pr´ıpad).
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Zoznam pouzˇity´ch skratiek
a symbolov
b Hertzov polomer kontaktu
Er redukovany´ modul pruzˇnosti
G bezrozmerny´ parameter materia´lov
h(x) hru´bka mazacieho filmu
h0 pribl´ızˇenie kontatny´ch telies
H bezrozmerna´ hru´bka mazacieho filmu
N pocˇet diskre´tnych bodov
p tlak
P bezrozmerny´ tlak
ph hertzov tlak
Rx redukovany´ polomer krivosti
um stredna´ povrchova´ ry´chlost’
U bezrozmerny´ parameter ry´chlosti
w sila
W bezrozmerny´ parameter zat’azˇenia
x priestorova´ su´radnica
x′ priestorova´ su´radnica
X bezrozmerna´ priestorova´ su´radnica
z tlakovo-visko´zny index
α tlakovo-visko´zny parameter
η dynamicka´ viskozita maziva
η¯ bezrozmerna´ viskozita maziva
η0 viskozita pri atmosfe´rickom tlaku
pi konsˇtanta
27
ρ hustota maziva
ρ¯ bezrozmerna´ hustota maziva
ρ0 hustota maziva pri atmosfe´rickom tlaku
Ω oblast’ riesˇenia
28
Zoznam pr´ıloh
A.1. Hlavny´ program
A.2. Gaussova eliminacˇna´ meto´da
29
A. Pr´ılohy
A.1. Hlavny´ program
1 c l c ; c l e a r a l l ;
2 % pocˇet d i sk r e´ tnych bodov
3 N=200;
4 % t o l e r a n c i a
5 TolFun=1e−4;
6 % maxima´lny po cˇet i t e r a´ c i ı´ ( Newtonova meto´da )
7 MaxIter =30;
8 % vektory a matice :
9 % p r i e s t o r o v a´ s u´ radn ica
10 x=ze ro s (N, 1 ) ; xx=ze ro s (N, 1 ) ;
11 % t l a k a redukovany´ t l a k ( s u b s t i t u´ c i a )
12 p=ze ro s (N, 1 ) ; P=ze ro s (N, 1 ) ; q=ze ro s (N, 1 ) ;
13 % hru´bka mazacej vrs tvy
14 H=ze ro s (N, 1 ) ; h=ze ro s (N, 1 ) ;
15 % vektor k o e f i c i e n t o v − vy´pocˇet e l a s t i c k e j de forma´c ie
16 K=ze ro s (N, 1 ) ;
17 % vektor nezna´mych a prave j strany , Jacobi a´n
18 u=ze ro s (N, 1 ) ; f=ze ro s (N, 1 ) ; R=ze ro s (N, 1 ) ;
19 J=ze ro s (N,N) ;
20 % pomocne´ vektory
21 Pprev=ze ro s (N, 1 ) ; qprev=ze ro s (N, 1 ) ;
22
23 % bezrozmerne´ parametre
24 W=2.0e−5; % bezrozm . param . zat’ a zˇ en ia
25 U=1.0e−11; % bezrozm . param . r y´ c h l o s t i
26 G=4.0 e3 ; % bezrozm . param . mater i a´ lu
27
28 H0=0.5; % po cˇ iato cˇn a´ aproxima´cia p r i b l ı´ zˇ e n i a t e l i e s
29 Hc=1; % po cˇ ia to cˇn a´ aproxima´cia i n t e g r a cˇ n e j konsˇtanty
30 % ( zahr nˇu je vplyv hustoty )
31 E=123.8 e9 ; % redukovany´ modul p ru zˇno s t i
32 Rx=0.02; % redukovany´ polomer k r i v o s t i
33 a l f a=G/E; % tlakovo−visk o´zny k o e f i c i e n t
34 w=W∗E∗Rx ; % s i l a
35 b=s q r t ( (8∗w∗Rx) /( p i ∗E) ) ; % Hertzov polomer kontaktu
36 Ph=2∗w/( p i ∗b) ; % Hertzov t l a k
37 a l f a b a r=a l f a ∗Ph ; % bezrozmerny´ k o e f i c i e n t a l f a
38 u0eta0=U∗2∗E∗Rx ; % konsˇtanta st redn a´ r y´ c h l o s t’ ∗ v i s k o z i t a
30
39 lambda=12∗u0eta0∗Rx∗Rx/(Ph∗b∗b∗b) ; % lambda ( s u b s t i t u´ c i a v
Reynoldsovej r o v n i c i )
40
41 % prvy´ a pos ledny´ bod
42 xin=−4; xout =1.5;
43 % krok
44 dx=abs ( xin−xout ) /(N−1) ;
45 % def . p o cˇ i a t o cˇ n e j min . hodnoty hru´bky
46 Hmin=1e6 ;
47
48 % d e f i n ı´ c i a d i sk r e´ tnych bodov a po cˇ ia to cˇn a´ aproxima´c ia t laku
49 f o r i =1:N
50 x ( i )=xin+( i −1)∗dx ;
51 xx ( i )=1−x ( i ) ˆ2 ;
52 i f ( xx ( i ) )>0
53 P( i )=s q r t ( xx ( i ) ) ;
54 e l s e P( i ) =0;
55 end
56 end
57 % s u b s t i t u´ c i a : t l a k −−> redukovany´ t l a k
58 f o r i =1:N
59 q ( i )=exp(− a l f a b a r ∗P( i ) ) ;
60 end
61 % aproxima´c ia hodnoˆt p r i b l ı´ zˇ e n i a a i n t e g r a cˇ n e j konsˇtanty
62 H0prev=H0 ; Hcprev=Hc ;
63
64 % Newtonova meto´da
65 f o r k=1: MaxIter
66 i f (k>1) % hodnoty P ( resp . q ) , H0 a Hc − predcha´dzaj u´ca
i t e r a´ c i a
67 qprev=q ; Pprev=P; H0prev=H0 ; Hcprev=Hc ;
68 end
69 % vy´pocˇet hru´bky
70 f o r i =1:N
71 f o r j =1:N
72 H( i )=H0+(x ( i ) ˆ2) /2 +(1/( a l f a b a r ∗ pi ) )∗sum( log ( q ( j ) )
∗ . . .
73 ( ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )
−1) − . . .
74 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )
−1) ) ) ;
75 end
76 % min . hodnota hru´bky
77 i f (H( i )<Hmin)
78 Hmin=H( i ) ;
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79 end
80 end
81 % prava´ s t rana f
82 f o r i =1:N−1
83 f ( i )=(q ( i +1)−q ( i ) ) ∗(H( i ) ˆ3)+a l f a b a r ∗ lambda∗dx∗(H( i )−Hc) ;
84 end
85 % rovn ica s i l o v e j rovnova´hy
86 f o r j =1:N
87 g=sum( dx∗ l og ( q ( j ) ) ) +0.5∗ pi ∗ a l f a b a r ;
88 end
89 % vektor nezna´mych
90 f o r i =2:(N−1)
91 u( i )=q ( i ) ;
92 end
93 u (1)=Hc ; u(N)=H0 ; % prvy´ a pos ledny´ cˇ l en vektoru − okr . podm
.
94 % vektor prave j s t rany
95 f o r i =1:(N−1)
96 R( i )=f ( i ) ;
97 end
98 R(N)=g ; % posledny´ cˇ l en vektoru prave j s t rany
99
100 % Jacobi a´n
101 f o r j =2:N−1
102 J (N, j )=dx/q ( j ) ;
103 end
104 J (N,N) =0; J (N, 1 ) =0;
105 f o r i =1:N−1
106 f o r j =2:N−1
107 d i j =0;
108 i f ( i==j )
109 d i j =1;
110 end
111 d i 1 j =0;
112 i f ( ( i +1)==j )
113 d i 1 j =1;
114 end
115 dHdq=((x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )
−1) − . . .
116 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )
−1) ) / . . .
117 ( p i ∗ a l f a b a r ∗q ( j ) ) ;
118 J ( i , j )=(H( i ) ˆ3) ∗( d i1 j−d i j ) +(3∗(H( i ) ˆ2) ∗(q ( i +1)−q ( i ) )
+ . . .
119 a l f a b a r ∗dx∗ lambda ) ∗(dHdq) ;
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120 end
121 end
122 f o r i =1:N−1
123 J ( i , 1 )=−a l f a b a r ∗ lambda∗dx ;
124 end
125 f o r i =1:N−1
126 J ( i ,N) =3∗(q ( i +1)−q ( i ) ) ∗(H( i ) ˆ2)+a l f a b a r ∗ lambda∗dx ;
127 end
128
129 f o r i =1:N
130 R( i )=−R( i ) ;
131 end
132 % re laxa cˇn y´ f a k t o r
133 RF=0.1;
134 % pomocou GEM urcˇ ı´m nove´ u
135 zmena=gauss (J ,R) ;
136 f o r i =2:N−1
137 u( i )=u( i )+RF∗zmena ( i ) ;
138 end
139
140 % nove´ aproxima´c ie H0 a Hc
141 H0=H0prev+RF∗zmena (N) ;
142 Hc=Hcprev+RF∗zmena (1 ) ;
143
144 % s u b s t i t u´ c i a
145 P=−l og (u) / a l f a b a r ;
146 % kavita cˇn a´ podmienka
147 f o r i =1:N
148 i f (P( i )<=0)
149 P( i ) =0;
150 end
151 end
152 % okra jov e´ podmienky
153 P(N) =0; P(1) =0;
154
155 % kontro la
156 SIGNP1=sum( Pprev ) ; SIGNP2=sum(P) ;
157 SIGNH01=H0prev ; SIGNH02=H0 ;
158 SIGNHc1=Hcprev ; SIGNHc2=Hc ;
159
160 ERRP=abs (SIGNP2−SIGNP1) /abs (SIGNP1) ;
161 ERRH0=abs (SIGNH02−SIGNH01) /abs (SIGNH01) ;
162 ERRHc=abs (SIGNHc2−SIGNHc1) /abs (SIGNHc1) ;
163
164 i f (ERRP < TolFun ) && (ERRH0 < TolFun ) && (ERRHc < TolFun ) ;
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165 break ;
166 end
167
168 end
169
170 di sp (ERRH0)
171 di sp (ERRHc)
172 di sp (ERRP)
173 di sp ( k )
174
175 % vy´s ledky
176 % t l a k ( p r e v i e s t’ z bezrozmerne´ho tvaru )
177 f o r i =1:N
178 p( i )=P( i )∗Ph ;
179 end
180 % hru´bka ( p r e v i e s t’ z bezrozmerne´ho tvaru )
181 f o r i =1:N
182 f o r j =1:N
183 K( j ) =((x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) )−1)
− . . .
184 ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) )−1) ) ;
185 end
186 end
187 f o r i =1:N
188 H( i )=H0+(x ( i ) ˆ2) /2 ;
189 f o r j =1:N
190 H( i )=H( i )−(1/ p i )∗P( j ) ∗ ( ( x ( i )−x ( j ) +0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−
x ( j ) + . . .
191 0 .5∗dx ) )−1)−(x ( i )−x ( j )−0.5∗dx ) ∗( l og ( abs ( x ( i )−x ( j )
−0.5∗dx ) )−1) ) ;
192 end
193 end
194
195 f o r i =1:N
196 h( i )=H( i )∗b∗b/Rx ;
197 end
198
199 % vy´stup :
200 f i g u r e (1 )
201 t i t l e ( ’ Priebeh t laku v EHD l ı´n iovom kontakte ’ )
202 x l a b e l ( ’ kontaktna´ ob l a s t’ ’ )
203 y l a b e l ( ’ Tlak [GPa] ’ )
204 p lo t (x , p∗1e−9) ; % vy´s ledok v [GPa]
205
206 f i g u r e (2 )
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207 t i t l e ( ’ Priebeh hru´bky mazacej vrs tvy v EHD l ı´n iovom kontakte
’ )
208 x l a b e l ( ’ kontaktna´ ob l a s t’ ’ )
209 y l a b e l ( ’ Hru´bka [ $\Mu m$] ’ )
210 p lo t (x , h∗1 e9 ) ; % vy´s ledok v [nm]
A.2. Gaussova eliminacˇna´ meto´da
1 f unc t i on x = gauss (A,B)
2 %pozˇadovane´ rozmery matı´c maju´ tvar NA x NA a NA x NB
3 %funkc ia r i e sˇ i s u´ stavu rovn ı´ c Ax = B Gaussovou e l imina cˇnou
meto´dou
4 NA = s i z e (A, 2 ) ; [NB1,NB] = s i z e (B) ;
5 i f NB1 ˜= NA, e r r o r ( ’A a B musı´ mat’ pozˇadovany´ rozmer ’ ) ; end
6 N = NA + NB; AB = [A( 1 :NA, 1 :NA) B( 1 :NA, 1 :NB) ] ;
7 epss = eps∗ones (NA, 1 ) ;
8 f o r k = 1 :NA
9 [ akx , kx ] = max( abs (AB( k :NA, k ) ) . / . . .
10 max( abs ( [AB( k :NA, k + 1 :NA) epss ( 1 :NA − k + 1) ] ’ ) ) ’ ) ;
11 i f akx < eps , e r r o r ( ’ Matica j e s ingu l a´ rna , nema´ jednoznacˇn e´
r i e sˇ e n i e ’ ) ; end
12 mx = k + kx − 1 ;
13 i f kx > 1
14 tmp row = AB(k , k :N) ;
15 AB(k , k :N) = AB(mx, k :N) ;
16 AB(mx, k :N) = tmp row ;
17 end
18 % Priamy chod
19 AB(k , k + 1 :N) = AB(k , k+1:N) /AB(k , k ) ;
20 AB(k , k ) = 1 ;
21 f o r m = k + 1 : NA
22 AB(m, k+1:N) = AB(m, k+1:N) − AB(m, k )∗AB(k , k+1:N) ;
23 AB(m, k ) = 0 ;
24 end
25 end
26 %spa¨tny´ chod
27 %vytvor ı´ hornu´ t ro juho ln ı´ kov u´ maticu
28 x (NA, : ) = AB(NA,NA+1:N) ;
29 f o r m = NA−1: −1:1
30 x (m, : ) = AB(m,NA + 1 :N)−AB(m,m + 1 :NA)∗x (m + 1 :NA, : ) ;
31 end
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